Тема: Диференціал функцій. Застосування диференціала. Правило Лопіталя для границь типу
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1.Диференціал функції

Означення й геометричний зміст диференціала


Приріст функції [image: image3.png]y = f(x)



 диференційованої в точці [image: image5.png]


, має вигляд

. 
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Якщо функція диференційованої в точці [image: image8.png]


, то вона неперервна в цій точці, але тоді при[image: image10.png]


 величини 
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Малими. Порядок малості цих величин різний: 
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мають однаковий порядок з [image: image16.png]


, а величина 
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. Інакше кажучи, величина 
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є головною частиною приросту [image: image22.png]


 вона лінійна відносно [image: image24.png]


.

Означення. Диференціалом функції  [image: image26.png]y = f(x)



 у точці  [image: image28.png]


 називають головну, лінійну відносно  [image: image30.png]


, частину приросту функції в цій точці:
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Диференціалом dx незалежної змінної х називатимемо приріст цієї змінної  [image: image33.png]


, тобто
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і співвідношення 
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 набирає вигляду
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Із рівності  
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 випливає, що 
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, тобто похідна 
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обчислюється як відношення диференціала функції dy  до диференціала аргументу dx. Рівність 
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Диференціал функції має геометричний зміст.

Розглянемо графік функції  [image: image44.png]y = f(x)



 (рис.2). На ньому позначимо точки [image: image46.png]Mo (Xo; f (x0))



 і [image: image48.png]M, (o + Ax' f (xp + Ax))



. Проведемо дотичну до графіка в точці  [image: image50.png]


. У трикутнику [image: image52.png]MoNP:NP = MyP tg ¢ = 7' (x)Ax = dy



.
(рис.2)
Отже, диференціал функції дорівнює приросту ординати дотичної, проведеної до графіка функції  [image: image54.png]y = f(x)



 у точці [image: image56.png]


.

Для складної функції [image: image58.png]y = f(e(x))



, де  [image: image60.png]y = f(w)



 і [image: image62.png]


, диференційовані функції 
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Отже, зовнішній вигляд диференціала функції  [image: image65.png]y = f(w)



 зберігається у випадку, коли  [image: image67.png]


є функцією, а не незалежною змінною. Цю важливу властивість диференціала називають інваріантністю його форми.

Наближені обчислення 

за допомогою диференціала

Ці обчислення базуються на наближеній заміні приросту функції в точці її диференціалом, тобто

[image: image69.png]Ay ~ dy



.
Абсолютна похибка за такої зміни [image: image71.png][Ay — dy|



 при  [image: image73.png]


 є нескінченно малою вищого порядку порівняно з  [image: image75.png]


. Тому
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Формула 
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Приклад. Наближено обчислимо значення arcsin 0,51.

Розглянемо функцію [image: image79.png]y = arcsin x



. Покладемо  [image: image81.png]


 і 

Застосуємо формулу 
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2. Правила Лопіталя.

Розкриття невизначеностей типу  [image: image86.png]


  і  [image: image88.png]



У процесі дослідження функцій часто виникає потреба знаходити границю дробу  [image: image90.png][ )
g(x)



, коли чисельник і знаменник при [image: image92.png]X = X



одночасно прямують до нуля або до нескінченності. Знаходження таких границі називають розкриттям невизначеностей.

Найпростішими й найефективнішими методами розкриття невизначеностей є правила Лопіталя.

ТЕОРЕМА
(перше правило Лопіталя)

Нехай функції [image: image94.png]y = f(x)



 і [image: image96.png]y = g(x)



 визначені й диференційовані в околі деякої точки[image: image98.png]


, за винятком, можливо, самої точки [image: image100.png]


. Нехай існують 
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. Тоді, якщо існує границя 
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виконується рівність
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Приклад. Обчислимо границю 
[image: image105.wmf]x
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У чисельнику й знаменнику дробу стоять функції, диференційовані й нескінченно малі при  [image: image107.png]


. Границі існують. Маємо невизначеність типу [image: image109.png]©)



. Застосовуємо правило Лопіталя:
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3

1

cos

cos

1

cos

lim

cos

1

cos

)

cos

1

(

lim

cos

cos

1

cos

1

lim

0

0

sin

sin

lim

2

2

0

3

2

0

2

0

0

=

+

+

=

-

-

=

=

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

-

-

®

®

®

®

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

tgx

x

x

x

x

x

x


ТЕОРЕМА
(друге правило Лопіталя)

Нехай функції [image: image112.png]y = f(x)



 і [image: image114.png]y = g(x)



 диференційовані в деякому околі точки [image: image116.png]


, за винятком, можливо, самої точки [image: image118.png]


, і 
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. Тоді, якщо існує границя 
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, то існує границя 
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Приклад. Обчислимо границю 
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У чисельнику й знаменнику дробу стоять функції, диференційовані й нескінченно великі при  [image: image128.png]


. Границі існують. Маємо невизначеність типу 

[image: image130.png])



. Застосовуємо правило Лопіталя n разів:
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Приклад. Обчислимо границю
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Ця границя існує й дорівнює 1.


Справді,
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Але відношення похідних
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при [image: image136.png]


 не прямує ні до якої границі, а коливається між 0 і 2.
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