Лекція № 2

Тема : Матриці. Операції над матрицями.

1. Матриці та дії над ними 

Прямокутна таблиця чисел 
[image: image1.wmf]ij

a

, де i=1,2…m та j=1,2…n, яка складається  з m рядків та n стовпців записана у вигляді  :
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називається матрицею. Коротко матрицю позначають  так : 
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. Числа 
[image: image4.wmf]ij
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 називають елементами матриці, причому індекс i елемента означає номер рядка, а індекс j- номер стовпця, на перетині яких стоїть даний елемент. Число рядків матриці m та число її стовпців n утворюють розмірність матриці, яка позначається m x n, а саму матрицю із вказаною її розмірністю записують Amxn.

Якщо m=n, то матриця називається квадратною. Кількість рядків квадратної матриці називається її порядком. Матриця, в якої лише один рядок, називається матрицею рядком, а матриця , в якої лише один стовпець – матрицею-стовпцем.

Дві матриці Amxn=
[image: image5.wmf](
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 та  Bmxn=
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b

 однакових рівномірностей  називаються рьвними, якщо рівні їх відповідні елементи : 
[image: image7.wmf]ij
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. Матриця, в якої всі елементи дорівнюють нулю називається нульовою. Як правило, її позначають буквою О.

У квадратних матрицях виділяють головну і побічну діагоналі ( по аналогії з визначниками). Квадратна матриця називається діагональною, якщо всі її елементи, крім елементів головної діагоналі, дорівнюють нулю. Діагональна матриця називається скалярною, якщо всі елементи головної діагоналі рівні між собою. Скалярна матриця називається одиничною (позначається E), якщо всі елементи головної діагоналі дорівнюють одиниці.

Наприклад, матриці A, B, C, D, E, де
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є відповідно матрицями розмінностей 2x3, квадратного порядку 2, рядком, стовпцем, одиничного 3-го порядку.

Кожна квадратна матриця A має свій визначник, який позначається символом 
[image: image14.wmf]A

, або det A.

Наприклад, якщо 
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Прямокутна матриця, в якої кількість рядків не дорівнює кількості стовпців, визначника на має.

Над матрицями за певними правилами виконуються дії (операції) додавання, множення матриці на число.

Сумою двох матриць Amxn=
[image: image17.wmf](
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 Bmxn=
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 однакових різномірностей називається матриця :

Cmxn=
[image: image19.wmf](
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Наприклад, 
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Для дії додавання матриць справедливі такі властивості :

1. A+B=B+A- комутативність додавання ;

2. A+(B+C)=(A+B)+C- асоціативність додавання.
3. A+0=A.
4. Для кожної матриці А існує протилежна її матриця x,  що задовольняє умову A+x=0. Матрицю, протилежну до матриці А, позначають –А. Кожний елемент матриці –А є протилежний до відповідного елемента матриці А.
Множення двох матриць означається лише для узгоджених матриць. Матриця А називається узгодженою з матрицею В, якщо кількість стовпців першої матриці А дорівнює кількості рядків другої матриці В. Зокрема, квадратні матриці одного й того ж порядку завжди узгоджені. Зауважимо також, що узгодженості матриці А з матрицею В не випливає, взагалі кажучи, узгодженість В з А.

Добутком матриці 
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 на матрицю 
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 називається така матриця 
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, у якої елемент 
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C

 дорівнює сумі добутків  елементів і-го рядка матриці А на відповідні елементи j-го стовпця матриці В :
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, i=1,2,…,m, j=1,2,…k.

Наприклад, 
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[image: image28.wmf].

12

5

8

4

2

3

0

*

5

4

*

3

1

*

5

0

*

3

)

1

)(

5

(

3

0

*

2

4

*

1

1

*

2

0

*

1

)

1

(

*

)

2

(

1

*

1

0

1

1

4

0

1

*

5

3

2

1

*

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

+

-

-

-

-

+

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

=

B

A

C


З означення множення матриць випливає, що дві квадратні матриці одного порядку завжди можна  перемножити. Зокрема, квадратну матрицю можна помножити саму на себе, тобто піднести до квадрата. при цьому одержимо квадратну матрицю тієї ж рівномірності. Тому можна розглядати будь-яку натуральну степінь 
[image: image29.wmf]n

А

 квадратної матриці. 

Дія множення узгоджених матриць має такі властивості 
1. Множення матриць не завжди комутативне, тобто якщо для двох матриць А та В існують добутки АВ та ВА, то в загальному випадку АВ‡ВА :

2. (AB)C=A(BC)- асоціативне множення.

3. (А+B)C=AC+BC- дистрибутивність множення відносно додавання.

4. А*0=0; 0*A=0.
5. AE=A; EA=A.
6. Визначник добутку квадратних матриць дорівнює добутку їхніх визначників : 
[image: image30.wmf].
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Наприклад, якщо : 
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Добутком матриці Amxn=
[image: image40.wmf](
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 на число k називається матриця 
[image: image41.wmf](
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 тієї самої розмірності. Вона позначається kAmxn або Amxn*k . При цьому k називається числовим (скалярним) множником, Amxn- матричним множником.

Приклад : 
[image: image42.wmf],
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Дія множення матриці на число має такі властивості : 

1. k(tA)=(kt)A.

2. k(A+B)=kA+kB.

3. (k+t)A=kA+tA.

2. Обернена матриця. Ранг матриці

Нехай А- квадратна матриця. Матриця 
[image: image43.wmf]1
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 називається оберненою до матриці А, якщо виконується умова :
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Квадратна матриця А називається виродженою, якщо 
[image: image45.wmf]0
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 і не виродженою,якщо 
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Теорема. Квадратна матриця А має обернену матрицю тоді і тільки тоді, коли вона не вироджена. Обернена матриця для даної невиродженої матриці єдина.

Доведення
[image: image47.wmf]Þ

 Нехай для матриці А 
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 Отже, 
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і матриця А не вироджена.
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 Нехай
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Покажемо, що обернена до матриці А буде матриця :
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- алгебраїчне доповнення елемента 
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 визначника матриці А. Справді, за правилом множення матриць та властивостями визначників маємо :
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Покажемо, що іншої матриці, яка б була обернена до матриці А не існує. Нехай, АХ=ХА=Е. Тоді 
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 Теорему доведено.

Приклад. Знайти  
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Записуємо обернену матрицю : 
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Перейдемо до розгляду поняття рангу матриці. Нехай 
[image: image74.wmf]Amxn
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. Виділимо в матриці А будь-які k рядків і k стовпців, де k не більше кожного з чисел m i n.

Визначник порядку k, складений з елементів, що стоять на перетині виділених рядків і стовпців, називається мінором k-го порядку матриці А.

Рангом матриці А називається найбільший з порядків її мінорів, відмінних від нуля.

Ранг матриці А позначається r(A) і має властивості :

1. 
[image: image75.wmf]).
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2. r(A)=0, тоді і тільки тоді  коли A=0.

3. Для квадратної матриці n-го поряду r(A)=n , тоді і тільки тоді, коли матриця A не вироджена.

Обчислення рангу матриці громіздке. Тому на практиці застосовують метод елементарних перетворень матриці. До таких перетворень відносять :

1) перестановку місцями будь-яких двох рядків або стовпців матриці ;
2) множення будь-якого рядка або стовпця матриці но число відмінне від нуля  
3) додавання до елементів деякого рядка ( стовпця) відповідних елементів іншого рядка (стовпця), помножених на одне й те ж саме число.

 За допомогою перетворень матрицю зводять до такого вигляду, коли стає очевидним значення її рангу.

Приклад : 

1. Знайти ранг матриці :

A=
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Отже, r(A)=3.

1. Знайти ранг матриці :
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Очевидно, що будь-який мінор матриці А другого порядку 
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, наприклад, 
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Іноді виявляється, що не потрібно далі обчислювати всі можливі мінори 3-го порядку. Якщо лише ті мінори 3-го порядку, які містять мінор 
[image: image81.wmf]1

D

, як мінор, =0, то 
r(A)=2. Урозглянутому прикладі мінорами є  :
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 Легко підрахувати, що вони =0. Отже, r(A)=2.

2. Задані матриці 
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Знайти : 2А-3В+С

 2А-3В+С=2 
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3. Знайти  значення многочленна f(х) при х=А, де А – задана матриця :
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  E- одиниця матриці 3-го порядку :
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Показати, що матриця : 
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 є коренем многочлена : 
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Отже матриця А є коренем даного многочлена.
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